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Re´sume´ :
On analyse l’influence de l’appariement des rouleaux de Kelvin-Helmholtz (KH) sur le de´veloppement
des instabilite´s secondaires 3D dans une couche de cisaillement temporelle. On proce`de d’abord a` une
analyse de stabilite´ line´aire non-modale afin de de´terminer les perturbations a` croissance maximale
a` l’aide une technique d’optimisation direct-adjoint. Aux temps courts, la pre´sence de l’appariement
favorise la croissance des perturbations 3D ; tandis qu’aux temps longs, une fois les tourbillons de KH
fusionne´s, le gain e´nerge´tique des perturbations 3D est fortement re´duit. Dans un second temps, on
conside`re l’interaction entre le mode d’appariement et les perturbations optimales 3D dans le domaine
non-line´aire au moyen de simulations nume´riques directes. La croissance du mode d’appariement est
le´ge`rement ralentie par les modes elliptiques mais n’est pas affecte´e par le de´veloppement des modes
hyperboliques.
Abstract :
We analyze the influence of the Kelvin-Helmholtz (KH) subharmonic merging instability on the deve-
lopment of infinitesimal disturbances in a homogeneous time-evolving shear layer. First, we perform
a non modal linear stability analysis to determine the perturbations which maximize the energy gain
by a direct-adjoint optimization technique. At short times, the presence of the pairing promotes the
growth of 3D perturbations ; while at long times, once KH vortices are merged, the energy gain of 3D
disturbances is significantly reduced. Finally, we analyze the nonlinear interaction between the pairing
mode and the optimal perturbations by carrying out direct nonlinear simulations. The growth of the
pairing mode is slightly reduced when elliptic modes develop in the flow but is not affected by the rise
of hyperbolic modes.
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1 Introduction
Le de´veloppement d’une couche de cisaillement est domine´ initialement par l’instabilite´ de Kelvin-
Helmholtz (KH) qui produit une alle´e pe´riodique de tourbillons corotatifs relie´s entre eux par une
nappe de vorticite´ fortement e´tire´e, appele´e tresse. Ces tourbillons sont sensibles a` une instabilite´
secondaire subharmonique d’appariemment de deux rouleaux conse´cutifs, qui augmente significati-
vement l’e´paisseur de la couche de cisaillement [1]. Cette instabilite´ subharmonique est robuste et
e´galement observe´e dans des couches de me´lange turbulentes [2, 3].
La transition vers la turbulence des couches de cisaillement est pre´ce´de´e par l’e´mergence de structures
cohe´rentes 3D associe´es a` des instabilite´s secondaires. Si l’e´tude expe´rimentale de Bernal & Roshko [4],
a identifie´ ces structures comme des paires de tourbillons longitudinaux contrarotatifs se de´veloppant
dans les tresses, des e´tudes de stabilite´ line´aire modale des couches de cisaillement temporelles ont
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mis en e´vidence deux types d’instabilite´s secondaires 3D : l’instabilite´ ‘elliptique’ qui se de´veloppe
dans le cœur des rouleaux de KH [5], et l’instabilite´ ‘hyperbolique’ qui croˆıt dans les tresses [6]. Plus
re´cemment, a` l’aide d’une approche non-modale, le point de stagnation hyperbolique des tresses a
e´te´ identifie´ comme le sie`ge du de´veloppement initial des instabilite´s secondaires 3D [8]. Par ailleurs,
plusieurs e´tudes expe´rimentales [3, 9] et nume´riques [10, 11, 12] ont montre´ que la pre´sence de l’ap-
pariement des rouleaux de KH, ralentit la croissance des perturbations 3D et, par conse´quent, retarde
la transition vers la turbulence.
Ce travail vise a` poursuivre l’e´tude du de´veloppement des instabilite´s secondaires et de la compe´tition
entre le mode d’appariement et les perturbations 3D. Dans un premier temps, on proce`de a` l’analyse
de stabilite´ line´aire non-modale d’optimisation afin de de´crire le comportement transitoire des pertur-
bations 3D en pre´sence ou non du mode d’appariemment. Puis, on s’inte´resse au de´veloppement de
ces perturbations optimales dans le re´gime non-line´aire au moyen de simulations nume´riques directes.
On recherche de possibles conditions initiales en terme de nombre d’onde late´ral k et d’amplitude
qui laissent croˆıtre les perturbations 3D suffisamment vite pour pre´venir le de´veloppement du mode
d’appariement et induire une transition rapide vers la turbulence.
2 Analyse de stabilite´ line´aire non-modale
2.1 Formulation du proble`me
Dans le cadre de l’analyse de stabilite´ line´aire, on superpose des perturbations infinite´simales 3D
[u, p] a` un e´tat de base [U ,P ]. Les e´quations de´crivant l’e´volution des perturbations sont obtenues en
line´arisant les e´quations de Navier-Stokes (NS) autour de l’e´tat de base :
∂t u +U · ∇u + u · ∇U = −∇p+
1
Re
∆u (1)
∇ · u = 0 (2)
L’e´tat de base est constitue´ d’une couche de cisaillemen plane temporelle dans laquelle se de´veloppent
l’instabilite´ fondamentale de KH ainsi que le mode subharmonique d’appariement. Le champ de base
est obtenu par simulation nume´rique non line´aire d’une couche de cisaillement plane en tangente
hyperbolique, U0 tan(y/δ)ex, a` laquelle on superpose le mode le plus instable de KH issu de la the´orie
line´aire, de nombre d’onde kKH , et son mode subharmonique de nombre d’onde
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kKH . Le nombre
de Reynolds de l’e´coulement est de´fini par Re = U0δ0/ν ou` U0 = U1 − U2/2 est la demi-diffe´rence
de vitesse a` travers la couche de cisaillement, δ0 l’e´paisseur de vorticite´ et ν la viscosite´ cine´matique
du fluide. On le fixe ici a` Re = 1000 et les amplitudes initiales du mode primaire A10 = 0.23 et
du mode subharmonique A 1
2
0
= 1.14A10 sont choisies pour avoir un temps de saturation respectif
de TKHp = 15 et TKHs = 30. On conside`re e´galement une couche de cisaillement sans le mode
d’appariement, avec une amplitude initiale du mode primaire A10 = 0.41 pour avoir le meˆme temps de
saturation a` TKHp = 15. L’e´coulement est pe´riodique dans les deux directions. La taille du domaine
dans la direction longitudinale x est e´gale a` Lx = 4pi/δ0kKH , pour avoir deux tourbillons de KH. La
taille du domaine dans la direction transversale y est suffisamment grande, Ly = Lx, pour e´viter toute
influence des conditions limites pe´riodiques sur le de´veloppement de l’e´coulement.
(a)
TKHp = 15 TKHs = 30
(b)
TKHp = 15 t = 30
Figure 1 – Iso-contours de vorticite´ de l’e´tat de base (a) avec appariement et (b) sans appariement aux
temps de saturation de l’instabilite´ primaire TKHp = 15 et de l’instabilite´ subharmonique TKHs = 30.
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L’e´coulement de base e´tant uniforme dans la direction late´rale z, les perturbations sont recherche´es
sous la forme des modes de Fourier suivant z :
[u, v, w, p] =
1
2
{
[u˜, v˜, w˜, p˜](x, y, t)eikz + c.c.
}
(3)
ou` k de´signe le nombre d’onde late´ral a` valeur re´elle dans le cadre de l’analyse de stabilite´ tem-
porelle. Les perturbations ont la meˆme pe´riodicite´ longitudinale que l’e´tat de base. On utilise une
approche non-modale pour de´crire le comportement transitoire des perturbations puisque l’ope´rateur
dynamique associe´ aux e´quations de NS est non normal [13]. Une me´thode d’optimisation ite´rative
base´e sur la re´solution des e´quations directes et adjointes permet de de´terminer les perturbations
optimales qui profitent au mieux des me´canismes de croissance transitoire, en maximisant leur gain
d’e´nergie, G = E(t)/E0, a` horizon de temps th fixe´. En particulier, on conside`re par la suite deux
temps horizon correspondants aux temps de saturation des modes fondamental et subharmonique de
KH. Le syste`me d’e´quations direct-adjoint est re´solu au moyen d’une me´thode pseudo-spectrale avec
un sche´ma temporel hybride du type Runge-Kutta/Crank-Nicolson.
2.2 Perturbations optimales
La figure 2.a pre´sente le gain d’e´nergie des perturbations optimales en fonction du nombre d’onde
late´ral k pour les deux temps horizon TKHp et TKHs. Les diffe´rents types de perturbations opti-
males sont repre´sente´s par des symboles diffe´rents. Pour l’optimisation aux temps courts th = TKHp,
on constate que la phase initiale du de´veloppement de l’appariement favorise la croissance des per-
turbations 3D. Mais cette tendance est inverse´e aux temps longs th = TKHs, le gain d’e´nergie des
perturbations est plus important en l’absence de l’appariement. La figure 2.b illustre l’influence de
l’appariement sur l’e´volution de la perturbation optimale pour k = 0.53. Dans les deux cas, la crois-
sance initiale des perturbations trouve son origine dans la combinaison des me´canismes de croissance
transitoire de Orr et de lift-up [8, 14, 15]. En l’absence d’appariement, la croissance de la perturbation
est ralentie quand le mode primaire arrive a` saturation avant de se caler sur une croissance exponen-
tielle. En pre´sence du mode d’appariement, la croissance de la perturbation pre´sente un ralentissement
plus faible a` la saturation du mode primaire mais elle est nettement plus affecte´e par la suite lorsque
le mode subharmonique arrive a` saturation.
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Figure 2 – (a) Gain d’e´nergie en fonction de k des perturbations optimales pour des temps d’optimi-
sation th = TKHp el th = TKHs. (b) E´volution temporelle du gain d’e´nergie de la perturbation pour
k = 0.53 et th = 30.
La figure 3 pre´sente la structure spatiale du champ d’e´nergie cine´tique des quatre principaux types
de perturbations optimales identifie´s pour th = TKHs en pre´sence d’appariement. A` l’instant initial,
la perturbation est localise´e, suivant la valeur de k, autour du point selle de la tresse qui disparaˆıt
dans le processus de fusion des rouleaux de KH ou autour du point selle de la tresse qui n’est pas
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concerne´e par l’appariement. Les perturbations sont oriente´es dans le sens oppose´ au cisaillement de
l’e´tat de base avant de se re´orienter progressivement dans le sens du cisaillement (me´canisme de Orr)
tout en restant localise´es dans les tresses. Au temps horizon TKHs, l’e´nergie des perturbations, pour
des nombres d’onde k croissants, se de´place du cœur du tourbillon fusionne´ (mode elliptique) vers la
tresse survivant l’appariement (mode hyperbolique).
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Figure 3 – E´volution de l’e´nergie des perturbations optimales pour une couche de cisaillement en
pre´sence d’appariement. Les nombres d’onde k et les labels sont reporte´s sur chaque figure.
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Figure 4 – E´volution de l’e´nergie des perturbations optimales pour une couche de cisaillement en
absence d’appariement. Les nombres d’onde k et les labels sont reporte´s sur chaque figure.
4
En l’absence d’appariement, on obtient deux types de perturbations optimales, pre´sente´es a` la figure
4, dont les structures initiales sont similaires au cas avec pairing mais localise´es cette fois dans les
deux tresses. Au temps th = TKHs, les re´ponses optimales correspondent a` l’instabilite´ elliptique pour
les petits nombres d’onde k et a` l’instabilite´ hyperbolique pour les grands nombres d’onde k.
3 Simulations non-line´aires
Afin d’examiner l’interaction entre les perturbations optimales 3D et le mode subharmonique de KH,
on proce`de a` des simulations non-line´aires directes 3D en initialisant l’e´coulement avec les perturba-
tions issues de l’optimisation line´aire au temps horizon th = TKHs dans le cas avec appariement. On
se´lectionne quatre perturbations correspondant aux quatre nombres d’ondes k = [0.18, 0.53, 2.7, 3.1],
repre´sentatifs des diffe´rents types de perturbations optimales. On fixe l’amplitude initiale de la per-
turbation 3D au meˆme niveau que celle du mode subharmonique d’appariement (A3D/A 1
2
0 = 1), de
manie`re a` n’introduire aucun biais en faveur de l’une ou l’autre des perturbations.
La figure 5.a compare l’e´volution du gain d’e´nergie de la perturbation optimale pour k = 0.53 dans
les re´gimes line´aire et non-line´aire. On observe que l’activation des termes non-line´aires a pour effet
de limiter significativement la croissance de la perturbation 3D par rapport a` son e´volution en re´gime
line´aire. Cet effet est e´galement observe´ pour les autres valeurs de k. La figure 5.b pre´sente l’e´volution
du gain d’e´nergie des perturbations 3D dans le re´gime line´aire et du mode subharmonique dans la
couche de cisaillement non perturbe´e. On observe que le taux de croissance des perturbations, a`
l’exception du cas k = 0.18, est plus fort que celui du mode subharmonique ; de plus, leur croissance
sature autour de t = 25, soit le´ge`rement avant la saturation du mode d’appariement. Par contre,
le gain d’e´nergie de la perturbation pour k = 0.18 est infe´rieur a` tout moment a` celui du mode
subharmonique et sa croissance sature apre`s celle du mode subharmonique. Les figures 6.a et 6.b
comparent l’e´volution de l’e´nergie des modes primaire et subharmonique de KH en pre´sence ou non
des perturbations 3D. La pre´sence des perturbations pour k = 0.18 et k = 0.53 (localise´es dans le
cœur) modifie significativement l’e´volution du mode primaire et dans une moindre mesure celle du
mode subharmonique. En revanche les perturbations pour k = 2.7 et k = 3.11 (localise´es dans la
tresse) n’ont pratiquement aucune influence sur le de´veloppement du mode subharmonique.
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Figure 5 – (a) E´volution du gain d’e´nergie de la perturbation optimale pour k = 0.53 dans les re´gimes
line´aire et non-line´aire. (b) E´volution du gain d’e´nergie des perturbations optimales dans le re´gime
non line´aire.
4 Conclusions
Dans cette e´tude, on a identifie´ quatre types de perturbations a` croissance line´aire maximale d’une
couche de cisaillement temporelle de´veloppant les instabilite´s de KH fondamentale et subharmonique.
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Figure 6 – E´volution du gain d’e´nergie du mode fondamental (a) et subharmonique (b) de KH en
pre´sence ou non des perturbations 3D.
Le sie`ge de croissance initiale de perturbations correspond au point selle des tresses reliant les tour-
billons de KH. La croissance des perturbations est favorise´e pendant la phase initiale de l’appariement
et re´duite apre`s la saturation de l’appariement. Des simulations non-line´aires directes, montrent que
les perturbations 3D se de´veloppant dans le cœur du tourbillon fusionne´ ralentissent un peu la crois-
sance du mode subharmonique, tandis que les perturbations localise´es dans la tresse se de´veloppent
sans alte´rer l’appariement.
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